ROZDZIAL DRUGI: ALGEBRA BOOLE’A

Obwody logiczne sa podstawa nowoczesnych systemow komputerowych. Aby zrozumieé, jak system
komputerowy postuguje si¢ nimi, musisz zrozumie¢ logike cyfrowa i algebre Boole’a. Ten rozdziat wprowadza tylko
podstawowe informacje na temat algebry Boole’a. Temat ten jest czgsto tematem catych podrgeznikow. W rozdziale
tym, skupimy si¢ na tych aspektach, ktére beda wsparciem przy czytaniu nastgpnych rozdziatow.

2.0 WSTEP

Logika boolowska stwarza podstawy dla wykonywania obliczen w nowoczesnych, binarnych systemach
komputerowych. Mozemy przedstawia¢ roézne algorytmy, lub rézne elektroniczne obwody komputerowe uzywajac
systemu réwnan boolowskich. Ten rozdzial dostarczy krétkiego wprowadzenia do algebry Boole’a, tablic prawdy,
postaci kanonicznej, funkcji boolowskich, upraszczania boolowskich funkcji, projektow logicznych, kombinatoryki i
obwodow sekwencyjnych, i rownowaznikow hardware/software. Ten materiat jest szczeg6lnie wazny dla tych
,ktorzy chca projektowaé obwody elektroniczne lub pisa¢ programy sterujace obwodami elektronicznymi. Nawet,
jesli nigdy nie planowates projektowaé hardware’u lub pisa¢ programéw nim sterujacych, wprowadzenie do algebry
boolowskiej, przedstawione w tym rozdziale jest jeszcze wazniejsze, poniewaz mozesz uzywac takiej wiedzy do
optymalizowania pewnych ztozonych wyrazen warunkowych, jak IF,WHILE i wielu innych wyrazen. Sekcja o
minimalizowaniu (optymalizowaniu) funkcji logicznych uzywa Diagraméw Veitch’a Tub Map Karnaugh’a.
Technika optymalizacja to redukcja wielu warunkéw w funkcjach boolowskich. Musisz zdawa¢ sobie sprawg, ze
wielu ludzi uwaza ta technike optymalizacji za przestarzala ,poniewaz redukcja wielu warunkéw w rownaniach nie
jest juz tak wazna jak byta kiedy$s. W tym rozdziale uzywamy metody mapowania jako przyktad optymalizowania
funkcji boolowskich, ale nie jako technikg stosowana regularnie. Jesli jeste$ zainteresowany w projektowaniu
obwodow 1 optymalizacji, musisz siggna¢ po teksty bardziej zaawansowane. Chociaz ten rozdziat jest gtownie
zorientowany sprzgtowo, przyjmij do wiadomosci, ze wiele poje¢ w tym tek$cie bedzie uzywato boolowskich
rownan (funkcji logicznych). Dlatego tez powiniene$ umie¢ sobie radzi¢ z funkcjami boolowskimi przed
kontynuowaniem dalszego czytania tej ksiazki.

2.1 ALGEBRA BOOLE’A

Algebra Boole’a jest systemem matematycznym zamknigtym w granicach wartosci zero i jeden (prawda lub fatsz).
Operator binarny ,,° ” okreslony przez ten zbior wartosci, przyjmuje parg wartosci boolowskich jako dane wejsciowe
i zwraca pojedyncza warto$¢ boolowska. Na przyklad, boolowski operator AND, przyjmuje dwie wartoSci
boolowskie na Wwejsciu i zwraca na wyjsciu pojedyncza warto§¢ boolowska . Z danego systemu algebraicznego
wynika kilka poczatkowych zatozen ,lub aksjomatéw, w jakim kierunku ten system pdjdzie. Mozesz wywnioskowac
dodatkowe zasady, twierdzenia, i inne wlasciwosci systemu z tego zbioru podstawowych aksjomatéw. System
algebry boolowskiej czgsto stosuje nastgpujace aksjomaty:

* Zamknigcia. System boolowski jest zamknigty jesli dla kazdej pary wartosci boolowskich, daje boolowski wynik.
Na przyktad, logiczne AND jest zamknigte w systemie boolowskim, poniewaz przyjmuje boolowskie operandy i
daje tylko boolowskie wyniki.

* Przemiennos$ci. MOwimy, ze operator binarny ,,° ” jest przemienny je$li A°B =B°A dla wszystkich mozliwych
wartos$ci boolowskich A i B

* Faczno$ci. MoOwimy, ze operator binarny ,,°” jest faczny jesli (A°B) °C = A°(B°C) dla wszystkich wartos$ci
boolowskich A, B i C

* Rozdzielno$ci. Dwa operatory binarne ,,°” 1,,%” sa rozdzielne jesli A°(B%C) = (A°B) % (A°C) dla wszystkich
warto$ci boolowskich A, BiC



* Tozsamo$ci. Mowimy, ze warto$¢ boolowska I jest elementem tozsamym w stosunku do operatora binarnego ,,°”
jesli A°T=A.

* Elementu odwrotnego. Mowimy, ze boolowska wartos¢ I jest elementem odwrotnym w stosunku do operatora
binarnego ,,°’jesli A°I=B a B jest warto$cia przeciwng do A w systemie boolowskim.

Dla naszych celow oprzemy algebrg boolowska na nastgpujacym zbiorze operatoroéw i wartosci:

Dwie mozliwe wartoSci w systemie boolowskim to zero i jeden. Czgsto bedziemy nazywaé te wartosci
(odpowiednio) falsz i prawda.

Symbol ,,e ” przedstawia logiczng operacj¢ AND; np. AeB jest wynikiem logicznego ANDowania boolowskich
warto$ci A 1 B. Kiedy uzywamy pojedynczych liter w nazwach zmiennych, wyrzucamy symbol ,,¢” Dlatego tez, AB
réwniez przedstawia logiczny AND zmiennych A i B (bgdziemy to rowniez nazywac iloczynem A i B).

Symbol ,,+” przedstawia logiczng operacjg OR; np. A+B jest wynikiem logicznego ORowania warto$ci boolowskich
A 1B (bgdziemy to rowniez nazywac¢ suma A i B).

Logiczne dopetienie, negacja lub nie, jest operatorem bez znakowym. W tym tekscie bedziemy uzywad

symbolu () dla oznaczenia logicznej negacji .

Jesli kilka réznych operator6w pojawia si¢ w pojedynczym wyrazeniu boolowskim, wynik wyrazenia zalezy od
»pierwszenstwa” operatoréw. Bedziemy stosowaé nastgpujace zasady pierwszenstwa (od najwyzszej do najnizszej)
dla operatoréw boolowskich: nawiasy, logiczne NOT, logiczne AND potem logiczne OR.

Jesli dwa operatory o tym samym pierwszenstwie sa sasiadujace, musisz ocenia¢ je od lewej do prawej strony
Mozemy takze uzy¢ nastgpujacych zbioréw postulatow:

P1 Algebra Boole’a jest zamknigta dla operacji AND, OR I NOT

P2 Tozsamos¢ elementow, ze wzgledu, na to Ze ,,@” reprezentuje jeden a ,,+” zero. Brak toZzsamos$ci elementow

dla operacji logicznej NOT .

P3. Operatory ,,0” i ,,+” s zamienne.

P4 e i+ sgrozdzielne wzgledem siebie, tzn. Ae (B+C) = (AeB)+(AeC) i A+(BeC)=(A+B) e (A+C).

P5 Dla kazdej warto$ci A istnieje warto§¢ A’ taka, ze AeA’= 01 A+A’=1. Ta wartos¢ jest logicznym uzupetnieniem
(albo NOT) wartosci A.

P6 e i+ oba sa taczne. Tzn. (AeB) oC = Ae (Be(C) i (A+B)+C=A+(B+C).

Mozemy udowodni¢ wszystkie inne twierdzenia w algebrze boolowskiej uzywajac tych postulatow. Ten tekst nie
bedzie si¢ zaglebiat w formalne dowodzenie tych twierdzen, jednakze to dobra mys$l aby zaznajomi¢ si¢ z kilkoma
waznymi teoriami w algebrze boolowskiej. Oto probka:

Thl: A+A=A
Th2: AeA=A

Th3: A+0=A

Thd: Ael=A

Th5: Ae0=0

The: A+1=1

Th7: (A+B) =A’eB’

ThS: (AeB)= A’ +B’

Th9: A+AeB=A

Th10: Ae(A+B)=A

Thil: A+A’B=A+B
Th12: A’e (A+B’)=A’B’
Th13: AB+AB =A’

Thl4: (A’+B’)e (A+B)=A’
Thl5: A+A =

Thi6: AeA’ =0

Twierdzenia siedem i osiem sa nazywane Prawami DeMorgana, na cze$§¢ matematyka ,ktory je odkryl. Powyzsze
twierdzenia wystepuja parami. Kazda para (np. Thl i Th2,Th3 i Th4) ma posta¢ dualna. Najwazniejsza zasada w
systemie algebry boolowskiej jest ta dualno$¢. Kazde wazne wyrazenie mozna stworzy¢ uzywajac aksjomatow i
twierdzen algebry boolowskiej, korzystajac z wymiany operatorow i statych pojawiajacych sie w wyrazeniu. Scislej,
jesli wymieniamy operatory e i + i zamieniamy warto$ci 0 i 1 w wyrazeniu, otrzymujemy wyrazenie przestrzegajace
wszystkich zasad algebry boolowskiej. Nie znaczy to, ze wyrazenia dualne obliczajq takie same warto$ci., to tylko
znaczy ze oba wyrazenia sa prawidlowe w systemie algebry boolowskiej. Mimo, ze w tym tekscie nie bedziemy



udowadnia¢ zadnych twierdzen ze wzgledu na algebrg boolowska, bgdziemy uzywac tych teorii dla pokazania ,ze
dwa boolowskie rownania sa identyczne. To jest wazna operacja, wtedy kiedy chcemy stworzy¢ posta¢ kanoniczna
wyrazenia boolowskiego lub kiedy upraszczamy wyrazenie boolowskie.

2.2 FUNKCJE BOOLOWSKIE I TABLICE PRAWDY

Wyrazenie boolowskie jest sekwencja zer, jedynek i literatdéw oddzielonych operatorami boolowskim. Literat jest
.nazwa zmiennej. Dla naszych celow wszystkie nazwy zmiennych bgda pojedynczymi znakami alfabetu. Funkcja
boolowska jest okreslonym boolowskim wyrazeniem; zazwyczaj nadajemy funkcji boolowskiej literg ,,F”” czasami z
indeksem dolnym. Na przyklad, rozpatrzmy nastgpujaca funkcjg:

Fo=AB+C

Ta funkcja oblicza logiczne AND z A i B a nastepnie logiczne OR z C. Jesli A=1,B=0 a C=1 wtedy Fozwraca
warto$¢ jeden (1e0+1).

Innym sposobem przedstawienia funkcji boolowskiej jest tablica prawdy. W poprzedni rozdziale

mieli$my tablice prawdy przedstawiajace funkcje AND i OR. Wygladaja nastgpujaco:

AND | o 1
0 0 0
1 0 1

Tablica 6: Tablica prawdy AND

OR | o 1
0 0 1
1 1 1

Tablica 7: Tablica prawdy OR
Dla operatoréw binarnych i dwoch zmiennych wejsciowych, taka forma tablic prawdy jest bardzo naturalna i
dogodna. Jednak, rozpatrzmy jeszcze raz powyzsza funkcj¢ Fo . Ta funkcja ma trzy zmienne wejSciowe nie dwie
..Zatem nie mozemy uzywac tablic prawdy w formie jaka jest przedstawiona powyzej. Na szczegscie, jest bardzo
latwo zbudowac tablice prawdy dla trzech lub wigcej zmiennych. Ponizszy przyktad pokaze sposob zrobienia takiej
tablicy dla funkcji dla trzech lub czterech zmiennych:

BA

F=AB+C

C
Tablica &: Tablica prawdy dla funkcji z trzema zmiennymi
BA

F=AB +CD 00 01 10 11

00 0 0 0 1

01 0 0 0 1

DC 10 0 0 0 1
11 1 1 1 1

Tablica 9: Tablica prawdy dla funkcji z czterema zmiennymi
W powyzszych tablicach prawdy ,cztery kolumny przedstawiaja cztery mozliwe kombinacje zer i jedynek dla
zmiennych A i B (B jest bardziej znaczacym bitem ,A jest mniej znaczacym bitem).Podobnie cztery kolumny w
drugiej tablicy prawdy przedstawiaja cztery mozliwe kombinacje zer i jedynek dla zmiennych C i D.D jest bardziej
znaczacym bitem a C mniej znaczacym bitem. Tablica 10 pokazuje inny sposob przedstawiania tablic prawdy. Ta
forma jest tatwiejsza do wypelniania .Zauwaz, ze powyzsze tablice prawdy uwzgledniaja warto$ci dla trzech



oddzielnych funkcji z trzema

zmiennymi. Chociaz mozna stworzy¢ ogromny zbior funkcji boolowskich, nie

wszystkie beda unikalne. Na przyklad, F=A i F=AA sa dwiema réznymi funkcjami. Jednak wedtlug twierdzenia
2fatwo pokazaé ze te dwie funkcje sa rownowazne ,tzn. przyniosa dokladnie takie same dane wyjsciowe dla
wszystkich kombinacji danych wejsciowych. Jesli okreslisz liczbg zmiennych wejsciowych, otrzymasz skonczona
liczbg unikalnych, mozliwych funkcji boolowskich. Na przyktad, jest tylko 16 unikalnych funkcji boolowskich przy
dwoch danych wejsciowych i tylko 256 mozliwych funkcji boolowskich dla trzech danych wejsciowych. Dla danych
n zmiennych wejSciowych, jest 2*%(2") (dwa do potegi 2 ) unikalnych funkcji boolowskich z tych n-zmiennych
wejsciowych. Dla dwoch zmiennych wejsciowych mamy 24(2%) =2* lub 16 réznych funkcji. Dla trzech wartosci
wejéciowych mamy 2**(2°=2%lub 256 mozliwych funkcji. Dla czterech wartosci wejsciowych tworzymy 2**(2)*lub
2'°lub 65,536 mozliwych unikalnych funkcji boolowskich.

C B A F=ABC F= AB+C F=A+BC
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 1 1
1 0 0 0 1 0
1 0 1 0 1 1
1 1 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1

Tablica 10: Inny format tablicy prawdy

Kiedy mamy do czynieni z 16 funkcjami boolowskimi dosy¢ fatwo jest nazwaé kazda funkcje .Ponizsza tablica
zawiera 16 mozliwych funkcji boolowskich dla dwdch zmiennych wejsciowych wraz z ich popularnymi

nazwami i:
Funkcja # Opis

0 Zero lub Czyszczenie. Zawsze zwraca zero bez wzgledu na wartosci wejsciowe A i
B

1 Logiczne NOR (NOT (A OR B) ) = (A+B)’

2 Inhibicja = BA’ (B not A). Réwniez rownowazne B > A lub A <B.

3 NOT A. Ignoruje B i zwraca A’

4 Inhibicja =AB’ (A not B). Réwniez réwnowazne lub B<A

5 NOT B. Zwraca B’ i ignoruje A

6 Exclusive — or (XOR) = A @ B. Réwniez rownowazne A # B

7 Logiczne NAND (NOT (A AND B)) = (A ¢ B)’

8 Logiczne AND = A o B. Zwraca A AND B

9 Rownowaznosc = (A = B). Réwniez znana jako exclusive-NOR (not exclusive-or)

10 Kopia B. Zwraca wartosc B i ignoruje wartosc A

11 Implikacja, B implikuje A = A+B’. (jesli B wtedy A). Réwniez réwnowaznik B
>=A

12 Kopia A. Zwraca wartosc A i ignoruje wartosc B

13 Implikacja , A implikuje B = B+A’ (jesli A wtedy B). Rowniez rownowaznik A
>=B

14 Logiczne OR = A + B. Zwraca A OR B

15 Jeden lub ustawione. Zawsze zwraca jeden bez wzgledu na wartosci wejsciowe A i
B

Tablica 11: 16 mozliwych funkcji boolowskich dla dwoch zmiennych

fo- funkcja stata,

f1- funkcja NOR,

f2- funkcja implikacji (zakazu),
f3- negacja A,

fa- funkcja implikacji (zakazu),
f5- negacja B,




f6- funkcja sumy wytaczajacej, sumy modulo 2 lub funkcja EXOR,

f7- funkcja NAND,

f8- funkcja iloczynu,

fo- funkcja réwnowaznosci,

f10- funkcja tozsama ze zmienna,

f11- funkcja implikacji,

f12- funkcja tozsama ze zmienna,

f13- funkcja implikacji,

f14- funkcja sumy,

f15- funkcja stata.

Odwolujemy si¢ do numeru funkcji raczej niz do jej nazwy .Na przyktad Fs oznacza logiczne AND zmiennych A i B
dla dwuwejsciowej funkcji ,a Fis4 jest logiczna operacja OR. Tylko problemem jest ustalenie numeru funkcji. Na
przyktad dana jest funkcja z trzema zmiennymi F=AB+C, jaki jest jej odpowiedni numer? Ten numer jest tatwy do
wyliczenia patrzac na tablicg prawdy dla funkcji (zobacz Tabela 14). Jesli potraktujemy zmienne A,B i C jako bity w
liczbie binarnej, z C jako najbardziej znaczacym bitem a A jako najmniej znaczacym bitem, stworza one liczby
binarne w zakresie od zera do siedmiu. Skojarzone z kazdym z tych binarnych tancuchéw jest zero lub jeden jako
wynik funkcji. Jesli zbudujemy warto§¢ binarna przez umieszczenie wyniku funkcji w miejscu okre§lonym przez
A,B i C to warto$¢ koncowa liczby binarnej jest numerem funkcji. Rozpatrzmy tablicg prawdy dla F=AB+C:

CBA 7 6 5 4 3 2 1 0
F=AB+C 1 1 1 1 1 0 0 0

Jesli potraktujemy warto$¢ funkcji jako liczbg binarna ,otrzymamy wartos¢ F8islub 24810.Zwykle bedziemy
oznacza¢ numery funkcji w systemie dziesi¢tnym. To rowniez pozwala zrozumie¢ dlaczego jest 2**2" rdznych
funkcji z n zmiennych: Je$li mamy n zmiennych wej$ciowych, jest 2" bitow w numerze funkcji. Je$li mamy m bitow,
jest 2™ réznych wartosci .Dlatego tez dla n wartosci wejSciowych mamy m.=2" mozliwych bitow i 2" lub 2**2"
mozliwych funkcji.

2.3 ALGEBRAICZBNE DZIALANIA NA WYRAZENIACH BOOLOWSKICH

Mozemy przetworzy¢ jedno wyrazenie boolowskie na odpowiadajace mu wyrazenie przez zastosowanie aksjomatow
i twierdzen algebry boolowskiej. Jest to wazne je$li chcesz przeksztalci¢ dane wyrazenie do postaci kanonicznej
(formy ujednoliconej) lub jesli checesz zminimalizowaé liczbg literatéw lub warunki w wyrazeniu. Minimalizowanie
warunkéw i wyrazen moze by¢é wazne poniewaz obwody elektryczne czgsto skladaja sig¢ z pojedynczych
komponentéw ktore implementuja kazdy warunek lub literat dla danego wyrazenia. Minimalizowanie wyrazenia
pozwala projektantowi zuzy¢ mniej elektrycznych komponentéw i dlatego tez moze zredukowaé koszt systemu.
Niestety, nie ma statych zasad ktore pozwalaja optymalizowaé dane wyrazenie. Podobnie jak budowa
matematycznych dowodow ,indywidualne zdolno$ci utatwiaja zrobienie tej transformacji. Niemniej jednak, mozna
pokazac¢ kilka przyktadow ich mozliwosci:

ab+ab’+a’b = a(b+b’) +a’b przez P4
= ael +a’b przez P5
= atad przez Th4
= at+tab+0 przez Th3
= ata’b+aa’ przez P5
= atb(a+ta’) przez P4
= a+bel przez P5
= a+tb przez Th4

(a’b+a’®’ +b’)’ = (@’ (b+b’) +b’y’ przez P4
= (a’+b’)y przez P5
= ((ab)’y’ przez Th8
= ab brak definicji

b(atc) +ab’ +bc’ + ¢ = ba +bc +ab’ +bc’ + ¢ przez P4
= a(b+b’)+b(ctc’) + ¢ przez P4
= ae]l +bel +¢ przez P5
= atb+c przez Th4



Chociaz wszystkie te przyktady uzywaja transformacji algebraicznych do upraszczania wyrazen boolowskich,
mozemy roéwniez uzy¢ operacji algebraicznych dla innych celéw. Nastgpna sekcja opisuje postacie kanoniczne
wyrazen boolowskich. Posta¢ kanoniczna rzadko jest optymalna.

2.4 POSTAC KANONICZNA

Poniewaz jest skoficzona liczba funkcji boolowskich z n zmiennymi wej$ciowymi, mimo to jest skonczona liczba
mozliwych wyrazen logicznych dzigki ktorym mozemy budowaé z tych n zmiennych wejsciowych, nie mniej jest
ogromna liczba wyrazen logicznych ktére sa odpowiednikami (tj. daja te same wyniki przy danych tych samych
zmiennych wejSciowych) To pozwala eliminowaé mozliwe pomytki, projektanci logiczni generalnie
wyszczegolniaja funkcje boolowskie uzywane w formie kanonicznej lub ujednoliconej. Dla kazdej danej funkcji
boolowskiej istnieje unikalna posta¢ kanoniczna. To eliminuje pomytki kiedy pracujemy z funkcjami boolowskimi.
W rzeczywistosdci jest kilka réznych postaci kanonicznych. Bedziemy tu omawiaé tylko dwie i stosowac tylko
pierwsza z nich. Pierwsza jest nazywana suma pelnych iloczynéw a druga iloczynem pelnych sum. Uzywajac
zasady dualno$ci ,jest bardzo tatwa konwersja migdzy nimi. Warunek jest zmienna lub iloczynem (logiczne AND)
kilku réznych .literatow. Na przyktad, jesli masz dwie zmienne A i B, istnieje osiem mozliwych warunkow:
A,B,C,A’,B’,C’,A’B’,A’B,AB’ i AB. Dla trzech zmiennych mamy 26 réznych wartosci:
AB,C,A’,B’,C’,A’B’,A’B,AB’,AB,A’C’,A’C,B’C’,B’C,BC’,BC,A’B’C’,AB’C;,A’BC’,ABC’,A’B’C,AB’ C,A’BC
i ABC. Jak widzimy, jesli liczba zmiennych wzrasta, liczba warunkow wzrasta drastycznie. Implikant jest iloczynem
zawierajacym doktadnie n literaléow. Na przyktad, implikant dla dwoch zmiennych to A’B’,AB’,A’B i AB.
Podobnie implikant dla trzech zmiennych A,B i C to:

A’B’C’,AB’C’,A’BC’,ABC’,A’B’C,AB’C,A’BC i ABC. Generalnie mamy 2™ implikantéw dla m zmiennych. Zbior
mozliwych implikantéw jest bardzo prosty do stworzenia poniewaz one koresponduja z porzadkiem liczb binarnych

Odpowiednik binarny Implikant
(CBA)
000 A’B’C’
001 AB’C’
010 A’BC’
011 ABC’
100 A’B’C
101 AB’C
110 A’BC
111 ABC

Tablica 12: Implikanty dla trzech zmiennych wejsciowych

Mozemy wyspecyfikowaé kazda funkcjg boolowska uzywajac sumy (logiczne OR) pelnych iloczynéw. Danej
funkcji F24s = AB+C odpowiada posta¢ kanoniczna ABC+A’BC+AB’C+ABC’. Algebraiczne mozemy pokazac te
dwa odpowiedniki jako
ABC + A’BC+AB’C+A’B’C+ABC’ = BC(A+ A’) + B’C(A+A’) + ABC’

=BCel +B’Cel +ABC’

=C(B+B’) + ABC’

=C+ABC’

=C+ab
Oczywiscie posta¢ kanoniczna nie jest forma optymalna, Z drugiej strony jest duza korzy$¢ z sumy pelnych
iloczynéw postaci kanonicznej: jest bardzo tatwo stworzy¢ tablice prawdy dla funkcji w postaci kanonicznej. Co
wigcej jest rowniez bardzo tatwo stworzy¢ logiczne rownanie dla tabeli prawdy. Budowa tablicy prawdy z formy
kanonicznej to prosta konwersja kazdego implikantu wewnatrz warto$ci binarnej poprzez zastapienie ,,1” dla.
zmiennej ,,pozytywnej” j i ,,0” dla zmiennej ,zanegowanej”. Potem umiesci¢ ,,1” na odpowiedniej pozycji
(wyspecyfikowanej przez binarna wartos¢ implikantu) w tabeli prawdy:
1) Konwersja implikantu do binarnego odpowiednika:
F24s=CBA+CBA’+CB’A+CB’A+C’BA
=111+ 110+ 101+ 100+ 011
2) Zastgpujemy jedynkg w tabeli prawdy dla kazdej powyzszej pozycji

| C | B | A | F=AB+C |
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Tabela 13:Tworzenie tabeli prawdy dla implikantow ,Krok Pierwszy
Na koncu dodajemy zera do tych pozycji ,ktore nie sa wypetnione jedynkami w kroku pierwszym

C B A F =AB+C
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

Tabela 14: Tworzenie tabeli prawdy dla implikantow ,Krok Drugi
Generowanie funkcji logicznej z tabeli prawdy jest prawie rownie tatwe .Po pierwsze, lokalizujemy wszystkie
punkty zawierajace jeden. W tabeli powyzej, jest to ostatnie pig¢ punktéw. Liczby punktow w tabeli zawieraja
jedynki wskazujace liczbg implikantéw w réwnaniu kanonicznym. Tworzac pojedynczego implikanta, zastgpujemy
A,B i C przez jedynki a A’,B’ i C’ zerami w tabeli prawdy .Potem obliczamy sumg tych punktow. W powyzszym
przyktadzie,F24s zawieral jeden dla CBA=111,110,101,100,011.Zatem F243=CBA+CBA’+CB’A+CB’A’+C’BA.
Pierwszy warunek ,CBA pochodzi z ostatniego punktu w powyzszej tabeli. C,B 1 A wszystkie zawieraja jedynki
wigc tworzg implikant CBA (lub ABC jesli wolisz)Drugi punkt zawiera 110 dla CBA wigc tworzymy implikant
CBA’. Podobnie 101 tworzy CB’A;100 tworzy CB’A i 011 tworzy C’BA. Oczywiscie operacje logiczne OR i
logiczne AND moga przestawia¢ warunki wewnatrz implikantéw jak sobie zyczymy, i mozemy przestawiac

implikanty wewnatrz sumy jak zaktadamy.

Ten proces pracuje rownie

z

liczba

zmiennych. Rozwazmy funkcj¢ Fsisea =

ABCD+A’BCD+A’B’CD+A’B’C’D. Umiejscawiajac jedynki na odpowiednich miejscach w tabeli prawdy

otrzymujemy co$ takiego

F=ABCD+A’BCD+A’B’CD+A’B’C’D’
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1 1 0 1
1 1 1 0
1 1 1 1

Tabela 15: Tworzenie tabeli prawdy dla czterech zmiennych z implikanta

Pozostate elementy w tabeli prawdy zawieraja zera. By¢ moze najtatwiejszym sposobem stworzenia postaci
kanonicznej funkcji boolowskiej jest po pierwsze wygenerowanie tabeli prawdy dla tej funkcji a potem budowanie
postaci kanonicznej z tabeli prawdy .Bgdziemy uzywac tej techniki ,na przyktad, bedziemy konwertowa¢ migdzy
dwoma postaciami kanonicznymi przedstawionymi w tym rozdziale Jest rOwniez prosta sprawa generowanie sumy
pelnych iloczynow .Algebraicznie, poprzez uzycie przedstawionych praw i twierdzenia 15 (A+A’=1) zrobimy to
zadanie latwo. Rozwazmy F24s=AB+C.Ta funkcja zawiera dwa warunki AB i C. Ale one nie s3 implikantami.
Implikanty zawieraja kazda z mozliwych zmiennych w ,,pozytywnej” lub ,zanegowanej” formie. Mozemy
skonwertowa¢ najpierw warunek do sumy petlych iloczynéw jak nastegpuje:

AB = AB el Th4
= ABe (C+C(C) Thl5
= ABC + ABC’ prawo rozdzielnosci

Podobnie mozemy skonwertowa¢ drugi warunek w F 248 do sumy pelnych iloczynow. Jak nastgpuje:

= CBA + C’BA

prawo tacznosci

C = Cel Th4
= Ce(A+A) Th15
= CA +CA’ prawo rozdzielnos$ci
= CAel +CA’el Th4
= CAe(B +B’) +CA’ ¢ (B+ B’) Th4

= CAB+ CAB’ =CA;B + CA’B’
= CBA + CBA’+CB’A +CB’A’

prawo rozdzielnos$ci
prawo tacznosci

Ostatni krok (przestawiania warunkow) w tych dwoch konwersjach jest opcjonalny. Dostaliémy finalng postaé
kanoniczng dla funkcji:

Foug = (CBA+C’BA) + (CBA+CBA’ +CB’A+CB’A”)
CBA + CBA’ + CB’A+ CB’A’+C’BA

Innym sposobem wygenerowania postaci kanonicznej jest uzycie iloczynu pelnych sum. Implicent jest suma
(logiczne OR) wszystkich danych wejSciowych, “pozytywnych” lub ,,zanegowanych” Na przyklad, rozpatrzmy
nastgpujaca funkcje logiczng G z trzema zmiennymi:

G=(A+B+C)*(A’+B+C)*(A+B’+C).

Jako posta¢ sumy petnych iloczynow jest doktadnie jednak iloczynu pelnych sum dla kazdej mozliwej funkcji
logicznej. Oczywiscie, dla kazdego iloczynu pelnych sum jest odpowiednia suma pelnych iloczynéow. Faktycznie,
funkcja G, powyzej, jest odpowiednikiem:

F24s=CBA+CBA’+CB’A=CB’A’+C’BA-AB+C

Generowanie tablicy prawdy dla iloczynu petnych sum nie jest duzo trudniejsze niz budowanie jej z sumy pelnych
iloczynéw. Uzywamy zasady dualno$ci dla osiagnigcia tego. Pamigtaj, ze zasada dualnosci méwi o wymianie AND
na OR i zer na jedynki (i vice versa). Dlatego tez dla zbudowania tabeli prawdy, musisz wymieni¢ literaty
»pozytywne” i ,,negatywne” na przeciwne w G:

G=(A’+B’+C)*(A+B’+C’)*(A’+B+C’)

Nastgpnym krokiem jest zamiana logicznego OR i AND. To da:

G=A’B’C’+AB’C’+A’BC’

Na koniec musisz wymieni¢ wszystkie zera na jedynki. To znaczy, ze musisz przechowac¢ zera w tablicy prawdy dla
kazdej z powyzszej pozycji, a potem wypelni¢ resztg tablicy prawdy jedynkami To umiejscowi zera w punktach
zerowych, jeden i dwa w tablicy prawdy. Wypetienie pozostatych pozycji jedynkami da Fa43. Mozesz tatwo
konwertowa¢ migdzy tymi dwoma postaciami kanonicznymi przez generowanie tablic prawdy dla jednej postaci i
cofajac sig¢ z tablic prawdy stworzy¢ druga postac. Na przyklad, rozpatrzmy funkcj¢ z dwoma zmiennymi F/=A+B.
Suma pelnych iloczynéw to F7=A’B+AB’+AB Tablica prawdy przyjmuje

forme:
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Tablica 16 F7(OR) tablica prawdy dla dwoch zmiennych

Cofajac sig, otrzymamy iloczyn pelnych sum, ktéry ma zlokalizowane wszystkie pozycje zawierajace zero. To jest
punkt gdzie A i B rownaja si¢ zero. To daje nam pierwszy krok G=A’B’. Jednak jeszcze musimy odwrdci¢ wszystkie
zmienne G=AB. Poprzez zasad¢ dualnosci musimy zamieni¢ logiczne OR i logiczny AND zawierajace G=A+B. To
jest posta¢ kanoniczna iloczynu petnych sum. Poniewaz praca z iloczynem pelnych sum wyglada trochg inaczej niz z
suma pelnych iloczynéw, w tym tek$cie generalnie uzywacé bedziemy sumy pelnych iloczynéow. Ponadto suma
petych iloczynéw jest bardziej popularna w pracy z logika boolowska. Jednak spotkasz si¢ z obiema postaciami
kiedy bedziesz studiowal projektowanie logiczne.

2.5 UPROSZCZENIA FUNKCJI BOOLOWSKICH

Poniewaz jest nieskonczenie wiele wariantow funkcji boolowskich dla n zmiennych, ale tylko skonczona liczba
unikalnych funkcji boolowskich z tych n zmiennych, mozesz si¢ zastanawiac, czy jest jaka$ metoda ktéra pozwoli
uprosci¢ dang boolowska funkcje do stworzenia formy optymalnej Oczywiscie mozesz zawsze uzy¢ algebraicznej
transformacji do stworzenia optymalnej postaci, ale uzycie heurystyki nie zagwarantuje optymalnej transformacji. Sa
,a jakze, metody ktore pozwola zredukowaé dana boolowska funkcje do jej optymalnej postaci .W tym tekscie
bedziemy stosowac metodg map, zobacz inne teksty o projektowaniu logicznym jesli cheesz pozna¢ inne metody. Od
kiedy dla kazdej funkcji logicznej musi istnie¢ forma optymalna, mozesz dziwi¢ si¢ dlaczego nie uzyto postaci
optymalnej dla postaci kanonicznej. Sa dwa powody: po pierwsze, moze by¢ kilka optymalnych form. Nie
gwarantuja jednak, ze beda unikalne. Po drugie tatwo jest konwertowa¢ pomigdzy postacia kanoniczna a tablica
prawdy. Uzywanie metody map do optymalizacji funkcji boolowskich jest praktyczne tylko dla funkcji z dwoma,
trzema i czterema zmiennymi. Ostroznie, mozesz uzywaé jej dla funkcji z pigcioma i szeScioma zmiennymi ale
metoda map jest nie efektywna do uzycia w tym miejscu Dla wigcej niz sze§ciu zmiennych zastosowanie metody
map nie byloby madrym posunigciem. Pierwszym krokiem w uzyciu metody map jest zbudowanie dwuwymiarowej
tablicy prawdy dla funkcji, zobacz rysunek 2.1

A
0 1
0| BA B’A
B
1 BA® BA

Tablica Prawdy dla dwoch zmiennych

BA
00 01 11 10
0 CB’A’ C’B’A C’AB C’BA’
C
1 CB’A’ CB’A CAB CBA’
Tablica Prawdy dla trzech zmiennych
BA
00 01 11 10
00 D’C’'B’A’ D’C’'B’A D’C’AB D’CBA’
01 D’CB’A’ D’CB’A D’CAB D’CBA’
DC
11 DCB’A’ DCB’A DCAB DCBA’




10 DCBA | DCBA | DC’AB |  DCBA” |

Tablica prawdy dla czterech zmiennych
Rysunek 2.1 Dwu, trzy i cztero dwuwymiarowe mapy prawdy

Ostrzezenie: bardzo uwaznie patrz na te tablice prawdy. Nie uzywaja takich samych form jakie pojawialy si¢
wczesniej w tym rozdziale. W szczegolnosei ciag wartosci wynosi 00,01,11,10 a nie 00,01,10,11.Jest to bardzo
wazne! Jedli organizujesz tablice prawdy wedlug kolejnosci binarnej, optymalizacja metoda mapowania nie pracuje
wlasciwie. Bedziemy to nazywa¢ mapa prawdy w odrdznieniu od standardowych tablic prawdy. Twoje funkcje
boolowskie w postaci kanonicznej (suma pelych iloczyndéw),wstawiaja jedynki do kazdego punktu mapy prawdy
odpowiadajacego implikantowi w funkcji. Miejsca zerowe gdziekolwiek indziej. Na przyktad, rozwazmy funkcje z
trzema zmiennymi

F=C’B’A+C’BA’+C’BA+CB’A’+CB’A+CBA’+CBA. Rysunek 2.2 pokazuje mapg prawdy dla tej funkcji

BA
00 01 10 11
0 0 1 1 1
C
1 1 1 1 1

F=CB’A+C’BA’+C’BA+CB’A’+CB’A+CBA’+CBA

Rysunek 2.2 : Probka mapy prawdy
Nastgpnym krokiem jest narysowanie prostokatow wokot grup jedynek.. Prostokaty otaczajace musza mie¢ boki
ktérych dhugosci sa potggami dwoch. Dla funkcji z trzema zmiennymi, prostokaty moga mie¢ boki ktoérych dhugosé
wynosi jeden, dwa i cztery. Zbior prostokatéw narysowanych musi otaczaé¢ wszystkie komorki zawierajace jedynki
w mapie prawdy. Sztuka jest namalowa¢ wszystkie mozliwe prostokaty chyba ze prostokat bylby zupetnie otoczony
wewnatrz innego. Zauwaz ze prostokaty moga zachodzi¢ na siebie jesli jeden nie otacza drugiego. W mapie prawdy
na rysunku 2.2 sa trzy takie prostokaty .Zobacz rysunek 2.3

BA

00 11
0 0 1 1 T 11

C

Rysunek 2.3: Otaczanie prostokatami grup jedynek w mapie prawdy

Kazdy prostokat przedstawia warunek uproszczenia funkcji boolowskiej. Dlatego tez uproszczenie funkcji
boolowskiej bedzie zawierato tylko trzy warunki. Zbudujemy kazdy warunek uzywajac procesu eliminacji.
Wyeliminujemy kazda zmienna ktorej ,,pozytywne” lub ,negatywne” formy zawieraja si¢ wewnatrz prostokata.
Rozpatrzmy dlugi, chudy prostokat powyzej ktory jest obecny w wierszu gdzie C=1.Ten prostokat zawiera oba ,A i
B, w ,,pozytywnej” lub ,negatywnej” postaci. Dlatego tez mozemy wyeliminowaé A i B z warunku. Poniewaz
prostokat jest obecny w regionie C=1,prostokat przedstawia pojedynczy liberat C. Teraz rozpatrzmy kwadrat Ten
kwadrat zawiera C,C’,B , B i A .Dlatego przedstawia pojedynczy warunek A Podobnie kwadrat z wykropkowana
linig zawiera C,C’,A,A’ i B Przedstawia on pojedynczy warunek B. Na koniec, funkcja jest przedstawiana przez trzy
kwadraty .Zatem F=A+B+C. Nie musimy rozpatrywa¢ kwadratow zawierajacych zera. Prawy brzeg mapy prawdy
»owija si¢” wokot lewego brzegu (i vice-versa).Podobnie gorny brzeg ,,owija si¢” wokot dolnego. To przedstawia
dodatkowe mozliwosci kiedy otaczamy grupy jedynek w mapie. Rozpatrzmy funkcje boolowska
F=C’'B’A’+C’BA’+CB’A+CBA’. Rysunek 2,4 pokazuje mapeg prawdy dla tej funkcji

BA

| 00 | 01 | 10 11




0 1 0 0 1

1 1 0 0 1

F=C’B’A’+C’BA’+CB’A+CBA’

Rysunek 2.4: Tablica prawdy dla funkcji F=C’B’A’+C’BA’+CB’A+CBA’
Przy pierwszym z nia zetknigciu ,mozna pomysle¢, ze sa tu dwa mozliwe prostokaty ,jak pokazuje rysunek
2.5.Poniewaz mapa prawdy jest statym obiektem potaczonym z prawej i lewej strony, mozemy stworzy¢, jeden
prostokat jak to pokazuje rysunek 2.6 Wiec jak? Dlaczego mamy martwi¢ si¢ jesli mamy jeden prostokat lub dwa w
mapie prawdy? Odpowiedz: sa wigksze prostokaty i mozemy wyeliminowa¢ wigcej warunkow. Mniejsze prostokaty,
mniej warunkow pojawi si¢ w koncowej funkcji boolowskiej. Na przyktad, byt przyktad z generowaniem dwoch
prostokatéw funkcji z dwoma warunkami. Pierwszy prostokat (na lewo) eliminuje zmienng C, pozostawiajac A’B’
jako jej warunki. Drugi prostokat, na prawo, rowniez eliminuje zmienng C pozostawiajac warunek BA’. Dlatego ta
mapa prawdy stworzy réwnanie F=A’B’+AB’. Wiemy, Ze nie jest to optymalne, zobacz twierdzenie 13.Teraz
rozwazmy druga mapg prawdy. Mamy tu pojedynczy prostokat, wigc nasza funkcja boolowska bgdzie miata jeden
warunek. Wyraznie jest to bardziej optymalne niz rownanie z dwoma warunkami. Poniewaz ten prostokat zawiera i
C i C jak réwniez B i B’, tylko warunek z lewej to A’. Dlatego tez, ta funkcja boolowska daje w wyniku F=A’. Sa
dwa przypadki kiedy mapa prawdy nie moze by¢ zastosowana wlasciwie: mapa prawdy zawiera same zera lub mapa
prawdy zawiera same jedynki. Te dwa przypadki odpowiadaja (odpowiednio) funkcji boolowskiej F=0 i F=1.Te
funkcje sa tatwe do stworzenia poprzez zbadanie mapy prawdy. Wazna rzecz jaka musisz zapamigtaé¢ kiedy
optymalizujesz funkcj¢ boolowska uzywajac metody mapowania jest to, zeby$ zawsze chcial wybiera¢ najwigkszy
prostokat ktérego

BA
00 01 10 11
0 111 0 0 111}
C
1 [ 1 1 0 0 | 1]
Rysunek 2.5: Pierwsza proba otoczenia prostokatem jedynek
BA
00 01 10 11
0 1 0 0 T
C
1 1 0 0 1

Rysunek 2.6: Prawidlowy prostokat dla tej funkcji
dhugos¢ jest potega dwojki. Musisz to zrobi¢ nawet dla zachodzacych na siebie prostokatow (chyba ze jeden
prostokat zawiera inny). Rozwazmy funkcje boolowska :F=CB’A’+C’BA’+CB’A’+C’AB+CBA’+CBA. Daje ona
mape¢ prawdy pokazana na rysunku 2.7 Pierwsza pokusa jest stworzenie jednego zbioru prostokatow zatozonych na
rysunku 2.8 Jednakze prawidlowe mapowanie jest pokazane na rysunku 2.9.Wszystkie trzy mapingi tworza funkcje
boolowska z dwoch warunkow. Najpierw sa stworzone wyrazenia F=B+A’B’ i F=AB+A’ Trzecia forma F=B+A’
Oczywiscie ta ostatnia forma jest najbardziej optymalna niz dwie pozostate (zobacz twierdzenia 11 112)Dla funkcji z
trzema zmiennymi, rozmiar prostokata jest okre§lony liczba warunkow ja reprezentujacych:
* Prostokat zawierajacy kwadrat przedstawiajacy implikant .Skojarzony implikant bedzie miat trzy literaty.
* Prostokat otaczajacy dwa kwadraty zawierajace jedynki przedstawia warunek zawierajacy dwa literaly.
* Prostokat otaczajacy cztery kwadraty zawierajace jedynki przedstawia warunki zawierajace pojedynczy literat.
* Prostokat otaczajacy osiem kwadratow przedstawia funkcjg F=1.
Mapy prawdy tworzone dla funkcji z czterema zmiennymi sa nawet podstgpniejsze Jest tak poniewaz jest duzo
miejsc prostokatnych mogacych ukrywaé si¢ wzdhuz brzegdw. Rysunek 2.10 pokazuje kilka mozliwych
prostokatnych miejsc ukrycia.

BA
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Rysunek 2.7: Mapa prawdy dla F=CB’A’+C’BA’+CB’A’+C’AB+CBA’+CBA
BA
00 01 10 11
0 1] 0 |1 1|
C
1 L 0 L1 |
BA
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C
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Rysunek 2.8: Oczywisty wybor prostokatow
BA
00 01 10 11
0 1 0 [ |
C
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Rysunek 2.9: Prawidlowy zbior prostokatéw dla F=CB’A’+C’BA’+CB’A’+C’AB+CBA’+CBA
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Rysunek 2.10: Wzory dla mapy prawdy 4x4
Ta lista wzoréw nie obejmuje wszystkich z nich! Na przyktad, te diagramy nie pokazuja zadnego z prostokatow
1x2.Musisz ¢wiczy¢ ostroznie kiedy pracujesz z mapa dla czterech zmiennych ,zapewni¢ sobie wybdr najwigkszej
mozliwej liczby prostokatow, zwlaszcza kiedy zachodza na siebie. jest to szczegoélnie wazne kiedy nastgpny
prostokat masz z brzegu mapy prawdy. Podobnie jak funkcje z trzema zmiennymi, rozmiar prostokatow w
czterozmiennej mapie prawdy dyktuje liczba warunkow ja reprezentujaca.
* Prostokat zawierajacy pojedynczy kwadrat przedstawia implikant.. Powiazany warunek ma cztery literaty.
* Prostokat otaczajacy dwa kwadraty zawierajace jedynki przedstawia warunek zawierajacy trzy literaty.
* Prostokat otaczajacy cztery kwadraty zawierajace jedynki przedstawia warunek zawierajacy dwa literaty.
* Prostokat otaczajacy osiem kwadratéw zawierajacych jedynki przedstawia warunek z dwoma literatami.
* Prostokat otaczajacy szesnascie kwadratow przedstawia funkcje F=1.
Ten ponizszy przyktad demonstruje optymalizacje¢ funkcji zawierajacej cztery zmienne. Mamy funkcjg:
F=D’C’B’A’+D’C’B’A+D’C’BA+D’C’BA’+D’CB’A+D’CBA+DCB’A+DCBA+DC’B’A+DC’BA’.Mapa
prawdy jest na rysunku 2.11. Mamy tutaj dwa mozliwe maksymalne zbiory prostokatow dla tej funkcji, kazdy
stwarzajacy trzy warunki (zobacz rysunek 2.12) Obie funkcje sa sobie rownowazne; obie sa tak zoptymalizowane jak
mozna bylo. Obie beda wystarczajace dla naszych celow.
Najpierw rozwazmy warunki przedstawiane przez prostokat tworzony w czterech rogach. Te prostokaty zawieraja
B,B’,D i D’: wigc mozemy wyeliminowa¢ te warunki. Pozostate warunki zawarte wewnatrz tego prostokata to C’ i
A’, wiec ten prostokat przedstawia warunek C’A’. Drugi prostokat, wspolny dla obu map prawdy z rysunku 2.12 jest
prostokatem sformowanym przez cztery $rodkowe kwadraty .Ten prostokat zawiera warunki A,B,B’,C,.D i D’.
Eliminujemy B,B’,D i D’ (poniewaz oba ,,pozytywne” i ,,negatywne” warunki istnieja) dostajemy CA jako warunek
dla tego prostokata. Mapa z lewej strony na rysunku 2.12, ma trzy warunki przedstawiane przez gorny wiersz, Ten
warunek zawiera zmienne A,A’,B,B’C’ i D’. Poniewaz zawiera A,A’,B i B’ mozemy
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Rysunek 2.11:Mapa prawdy dla:
F=D’C’B’A’+D’C’B’A+D’C’BA+D’C’BA’+D’CB’A+D’CBA+DCB’A+DCBA+DC’B’A+DC’BA’
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Rysunek 2.12: Dwie kombinacje otaczania zmiennych zawierajacych trzy warunki.

wyeliminowaé te warunki. Pozostaje nam C’D’. Dlatego tez, funkcja przedstawiana przez mapg z lewej strony

to F=C’A’+CA+C’D’. Mapa z prawej strony na rysunku 2.12 ma trzy warunki przedstawiane przez gorne/srodkowe
kwadraty Ten prostokat podsumowuje zmienne A,B,B’,C,C’ i D’. Mozemy wyeliminowa¢ B,B’ ,C i C’ poniewaz
oba ,,pozytywne’ i ,,negatywne” wersje si¢ pojawiaja, pozostaje warunek AD. Dlatego tez funkcja przedstawiana
przez funkcje z prawej strony to F=C’A’+CA+AD’. Poniewaz oba wyrazenia sg sobie rownowazne, zawieraja ta
sama liczbg warunkow i ta sama liczbg operatordw, obie formy sa rownowazne. Chyba, Ze jest inny powod wybrania
jednej z nich, mozna uzywac obu form.

2.6 JAKI TO MA ZWIAZEK Z KOMPUTERAMI?

Chociaz istnieje slaby zwiazek migdzy funkcjami boolowskimi i wyrazeniami boolowskimi w jgzykach
programowania takich jak C lub Pascal, mozna si¢ zastanawia¢ dlaczego spedziliSmy tak duzo czasu nad tym
materiatem. Jednakze ,zwiazki migdzy logika boolowska i systemem komputerowym sa bardzo silne. Jest to
indywidualny zwiazek migdzy funkcjami boolowskimi a uktadami elektronicznymi. Inzynierowie ktorzy projektuja
CPU i inne pokrewne uktady komputerowe muszg by¢ gruntownie zaznajomieni z tymi rzeczami Nawet jesli nie
zamierzasz projektowac swoich wlasnych obwodéw elektronicznych, zrozumienie tych zwiazkow jest wazne jesli
chcesz pracowa¢ na systemach komputerowych.

2.6.1 ROWNOWAZNOSC MIEDZY UKEADAMI ELEKTRONICZNYMI A FUNKCJAMI BOOLOWSKIMI

Jest to indywidualna rownowazno$¢ migedzy uktadami elektronicznymi a boolowskimi funkcjami. Dla kazdej funkcji
boolowskiej mozesz zaprojektowac uktad elektroniczny i vice versa. Poniewaz funkcje boolowskie zawieraja tylko
boolowskie operatory AND,OR i NOT, mozemy skonstruowa¢ kazdy uktad elektroniczny uzywajac wytacznie tych
operacji. Boolowskie funkcje AND,OR i NOT odpowiadaja nastgpujacym uktadom elektronicznym bramkom
AND,OR i inwertorowi (NOT) (zobacz rysunek 2.13) Jednym interesujacym faktem jest to ,ze potrzebujesz tylko
typu pojedynczej bramki do wprowadzenia w zycie kazdego uktadu elektronicznego. Ta bramka jest bramka NAND,
pokazana na rysunku 2.14 Dowiedziemy, ze mozna zbudowaé kazda funkcje boolowska uzywajac tylko bramki
NAND, musimy tylko pokaza¢ jak zbudowaé inwerter (NOT),bramk¢ AND i bramk¢ OR z NAND (poniewaz
tworzymy kazda boolowska funkcje uzywajac tylko AND,NOT i OR).Budowanie inwertera jest tatwe, nalezy
jedynie potaczyé dwa wejscia razem (zobacz rysunek 2.15). Zaraz po tym jak zbudowali§my inwerter, budowa
bramki AND jest tatwa — jedynie trzeba odwrdci¢ wartosci wyjsciowe z bramki NAND. Przeciez NOT (NOT(A
AND B)) jest odpowiednikiem A AND B .Oczywiscie, bierzemy dwie bramki NAND, do stworzenia pojedynczej
bramki AND, ale nie mozna powiedzie¢
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Rysunek 2.13: Bramki AND,OR i inwerter (NOT)
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not (A and B)

Rysunek 2.14: Bramka NAND
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Rysunek 2.15: Inwerter zbudowany w oparciu o bramke NAND
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Rysunek 2.16: Konstruowanie bramki AND z dwoch bramek NAND
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Rysunek 2.17:Konstruowanie bramki OR z bramek NAND

ze obwody budowane tylko z bramek NAND beda optymalne, tylko to jest to mozliwe do zrobienia. Mozemy tatwo
skonstruowaé bramki OR z bramek NAND poprzez zastosowanie twierdzen DeMorgana

(A or B)’ = A’ and B’ Teoria DeMorgana

A or B = (A’ and B’) Odwracanie obu stron réwnania

A or B = A’ nand B’ Definicja operacji NAND

Poprzez zastosowanie tych transformacji, otrzymamy uktad z rysunku 2.17. Teraz mozemy by¢ zdziwieni dlaczego
zawracali$my sobie tym glowg. W koncu ,dlaczego nie uzywac logicznego AND,OR i inwersji bezposrednio? Sa
dwa powody. Po pierwsze bramki NAND generalnie sa mniej kosztowne do zbudowania niz bramki pozostate. Po
drugie, jest rowniez duzo ltatwiej rozwija¢ zlozone ukltady scalone z tych samych podstawowych blokéw niz
konstruowaé uktady scalone uzywajac réznych bramek podstawowych. Zauwaz, nawiasem méwiac ,ze jest mozliwe
zbudowanie kazdego logicznego uktadu uzywajac tylko bramek NOR Réwnowazno$é migdzy logicznym NAND i
NOR jest ortogonalna do réwnowaznosci migdzy dwoma postaciami kanonicznymi zawartymi w tym rozdziale
(suma pelych iloczynéw i iloczyn pelnych sum).Podczas gdy logiczne NOR jest przydatne dla wielu uktadow,
wigkszos$¢ projektow elektronicznych uzywa logicznego NAND

2.6.2 UKLADY KOMBINACYINE

Uktad kombinacyjny jest uktadem zawierajacym podstawowe operacje boolowskie (AND,OR,NOT),kilka danych
wejsciowych i zbior danych wyjsciowych. Poniewaz kazda dana wyjsciowa odpowiada pojedynczej funkcji
logicznej ,uktad kombinacyjny czgsto oferuje kilka réznych funkeji boolowskich. Waznym jest aby$ zapamigtat ten
fakt - kazda dana wyjsciowa reprezentuje rézne funkcje boolowskie. CPU komputera zbudowane jest z rdznych
uktadow kombinacyjnych. Na przykltad mozesz wprowadzi¢ dodatkowy uktad uzywajacy funkcji boolowskich.
Przypu$¢my, ze masz dwie jednobitowe liczby A i B .Mozesz stworzy¢ jednobitowa sumg i jednobitowe
przeniesienie z tego dodawania uzywajac dwoch funkcji boolowskich:

S=AB’+A’B Suma A i B

C=AB Przeniesie z dodawania A i B

Te dwie funkcje boolowskie okreslaja ,,p6t sumatorem”. Inzynierowie nazywaja to ,,po6l sumatorem” poniewaz
dodajemy dwa bity razem ale nie mozna doda¢ przeniesienia z poprzedniej operacji. Sumator pelny dodaje trzy jedno
bitowe warto$ci wejsciowe (dwa bity plus przeniesienie z poprzedniego dodawania) i stwarza dwie warto$ci
wyjSciowe, sumg i przeniesienie. Dwa logiczne rdwnania dla ,,pelnego sumatora” to



S = A’B’CintA’BC’in+AB’Cin’+ABCin

Cout= AB+ACintBCin

Chociaz te logiczne rownania tworza tylko pojedyncze bity wyniku (ignorujemy przeniesienie),tatwo jest zbudowaé
n-bitowa sume poprzez kombinacyjne dodawanie uktadéw (zobacz rysunek 2.18).Ten przyktad wyraznie ilustruje ,ze
mozemy uzy¢ funkcji logicznych do wprowadzania operacji arytmetycznych i boolowskich.. Innym popularnym
uktadem kombinacyjnym jest dekoder siedmiosegmentowy Jest to uktad kombinacyjny ktéry przyjmuje cztery dane
wejsciowe 1 ustala ktory z siedmiu segmentow na siedmiosegmentowym wyswietlaczu bedzie zalaczony (logiczne
jeden) Iub wyltaczony (logiczne zero).Poniewaz siedmiosegmentowy wysSwietlacz zawiera siedem wartosci
wyjSciowych (jedna dla kazdego segmentu) bedzie siedem logicznych funkcji stowarzyszonych z wyswietlaczem (od
segmentu zero do sze$¢). Zobacz rysunek 2.19 Rysunek 2.20 pokazuje segmenty przydzielone dla kazdej z dziesigciu
wartoSci.

Cztery warto$ci wejsciowe dla kazdej z siedmiu funkcji boolowskich sg czterema bitami z liczby binarnej z zakresu
0 do 9. D jest najbardziej znaczacym bitem tej liczby a A najmniej znaczacym .Kazda funkcja logiczna tworzy jeden
(segment zalaczony) dla danego wejscia jesli okreslony segment bedzie wyswietlony. Na przyklad S4 (segment
cztery) bedzie zataczony (on)
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Przeniesienie
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Rysunek 2.18: Budowanie n-bitowych sumatoréw przy uzyciu ,,P6t i Pelnego sumatora”
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Rysunek 2.19: Siedmiosegmentowy wyswietlacz
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Rysunek 2.20 : Siedmiosegmentowe wartosci od ,,0” do ,,9”
dla warto$ci binarnej 0000,0010,0110 i 1000.Dla kazdej warto$ci wy$wietla sig segment bedziemy mie¢ jeden
implikant w logicznym réwnaniu:
S+=D’C’B’A+D’C’BA’+D’CBA’+DC’B’A’
So jako drugi przyktad, jest wlaczony dla wartosci zero, dwa, trzy pig¢, szes¢, siedem ,osiem i dziewigé. Dlatego tez,
logiczna funkcja dla Sojest :



So=D’C’B’A’+D’C’BA’+D’C’BA+D’CBA’+D’CBA+DC’B’A’+DC’B’A

Mozemy stworzy¢ inne pig¢ funkcji logicznych w podobny sposéb. Uktady kombinacyjne sa podstawa dla wielu
sktadnikéw podstawowego systemu komputerowego. Mozesz skonstruowac uktady dla dodawania, odejmowania,
poréwnania, mnozenia, dzielenia i wielu innych operacji uzywajacych logiki kombinacyjne;j.

2.6.3 UKLADY SEKWENCYINE I LICZNIKI

W teorii, wszystkie logiczne funkcje wyjsciowe zaleza tylko od biezacych danych wejSciowych. Kazda zmiana
warto$ci wejsciowych natychmiast odbija si¢ na danych wyjSciowych. Niestety, komputery potrzebuja zdolnosci
zapamigtywania rezultatow poprzednich obliczen. Jest to domena logiki sekwencyjnej i licznikow. Komorka
pamigci jest to uktad elektroniczny ktoéry zapamigtuje wartosci wejsciowe po usunigeiu tychze wartosci. Najbardziej
podstawowa jednostka pamigci jest ,,przerzutnik SR” .Mozesz zbudowac¢ przerzutnik SR uzywajac dwoch bramek
NAND jak pokazano na rysunku 2.21 Warto$ci wejsciowe S i R sa normalnie w stanie wysokim. Jesli chwilowo
ustawisz S na zero i zmienisz ja ponownie na jeden to wartos¢ wyjsciowa Q ustawi si¢ na jeden. Podobnie jesli
przetaczysz R z jeden na zero i ponownie na jeden to ustawisz Q na zero Q’ jest ogodlnie rzecz biorac odwrotnos$cia
wyjsSciowego Q. Zauwaz ze jesli oba ,S i R ,maja warto$¢ jeden, wtedy Q jest zalezne od Q’. To znaczy, cokolwiek
zdarzytoby si¢ z Q, gorny NAND kontynuowaé bedzie przetwarzanie tej wartosci. jesli Q miato poczatkowo jeden
,tak wige sa dwie jedynki jako dane wejSciowe dla dolnego przerzutnika(Q nand R) dajace na wyjsciu zero (Q’).
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Rysunek 2.21:Przerzutnik SR zbudowany z bramek NAND

Dlatego tez dwie warto$ci wejSciowe na gornym NAND to zero i jeden. Podaje to warto§¢ jeden na wyjscie (
odpowiadajacy oryginalnej wartosci Q). Jesli pierwotnie warto$§¢ Q byta zero wtedy dane wejsciowe dolnej bramki
NAND to Q=0 i R=1.Dlatego tez, dane wyjsciowe tej bramki to jeden. Wartosci wejsciowe gornej bramki NAND to
S=1 i Q’=1.To daje zero na wyjsciu, pierwotna warto$§¢ Q. Przypus¢my ze Q=0,S=0 i R=0.Te ustawienia dwoch
warto$ci wejsciowych do przerzutnika to jeden i zero, ustawiajac wyjécie (Q) na jeden .Przywrdcenie S do stanu
wysokiego nie zmienia wcale warto$ci wyjsciowej. Mozemy uzyskac ten sam rezultat jesli Q jest jeden, S zero a R
jest jeden. Ponownie uzyskamy na wyjsciu jeden. Ta warto§¢ pozostanie jedynka nawet kiedy S przelaczy si¢ z zera
na jeden .Dlatego tez, przelaczanie wejsciowego S z jeden na zero i ponownie na jeden ,daje jeden na wyjsciu (tj.
ustawia przerzutnik) Ta sama zasada ma zastosowanie do wejscia R poza ustawieniem Q wyjSciowego na zero
zamiast jeden. Jest to jedno zastosowanie dla tego uktadu. Nie dziata wlasciwie jesli s ustawione oba wejécia S i R
réwnoczes$nie. To ustawia oba wyjscia Q i Q’ na jeden (co jest logiczna sprzecznos$cia).ktorekolwiek wyjscie
pozostanie na dluzej zerem, ustali koncowy stan przerzutnika. Jesli przerzutnik pracuje w tym trybie ,méwimy ze jest
niestabilny. Problemem z przerzutnikiem RS jest to ,iz musimy uzywaé oddzielnie danych wejsciowych do
pamigtania zero lub jeden Komodrka pamigci bedzie bardziej wartosciowa dla nas jesli wyspecyfikujemy wartos¢
danej do zapamigtania na jednym wejsciu i dostarczymy sygnat zegarowy do zatrzasku warto$ci wejsciowej. Ten typ
przerzutnika (przerzutnik D) pokazano na rysunku 2.22.Zakladajac,ze ustalites Q i Q” wyjsciowe na wartosci 0/1 lub
1/0,wysylajac impuls zegarowy ,z zera na jeden i zero, skopiujemy wejscie D na wyjscie Q. To rowniez skopiuje D’
na Q’. Chociaz zapamigtywanie pojedynczych bitow czgsto jest wazne, w wigkszosci systemow komputerowych
chcielibySmy zapamigtywaé grupy bitow. Mozemy zapamigtywac sekwencje bitow poprzez potaczenie kilku
przerzutnikéw D réwnolegle Potaczenie przerzutnikow przechowujacych n-bitowa warto$¢ tworzy rejestr.
Elektroniczny schemat z rysunku 2.23 pokazuje jak zbudowa¢ o§miobitowy rejestr ze zbioru przerzutnikow D.
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Rysunek 2.22:Implementacja przerzutnika D z bramek NAND
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Rysunek 2.23: Osmiobitowy rejestr stworzony z o$miu przerzutnikow D

Zauwaz ze osiem przerzutnikow uzywa wspoélnej linii zegarowej. Ten diagram nie pokazuje wyjscia Q’
przerzutnikow poniewaz sa one rzadko wymagane w rejestrze. Przerzutniki D s uzywane do budowania wielu
uktadow sekwencyjnych nie tylko rejestrow Na przyktad, mozemy zbudowac rejestr przesuwny ktory przesuwa bity
z jednej pozycji na lewo przy kazdym takcie zegarowym. czterobitowy rejestr przesuwny pokazano na rysunku 2.24
Mozna nawet zbudowa¢ licznik, ktory liczy wiele razy przetaczanie zegara z zero do jeden i ponownie na zero
uzywajac przerzutnikéw. Uklad na rysunku 2.25 implementuje czterobitowy licznik uzywajacy przerzutnika.
Mozemy zbudowa¢ caly CPU z uktadow kombinacyjnych i tylko kilku dodatkowych uktadéw sekwencyjnych poza
tymi.

2.7 OKAY,ALE CO NAM TO DAJE PRZY PROGRAMOWANIU?

Gdy tylko mamy rejestry liczniki i rejestry przesuwne, mozemy zbudowaé ‘maszyn¢ stanow” .Implementacja
algorytméw w sprzgtowym uzywaniu ,,maszyny stanu’ wybiega poza zakres tego tekstu .Jednakze, jeden wazny
punkt musi by¢ powiedziany: algorytm mozna implementowa¢ w software, mozna réwniez implementowac
bezposrednio w sprzgcie Wskazuje to, ze logika boolowska jest podstawa obliczefi na nowoczesnych systemach
komputerowych. Kazdy program ktory napiszesz, mozna wyszczegdlni¢ jako rownania boolowskie. Oczywiscie, jest
duzo tatwiej wyszczegdlni¢ rozwiazanie problemu programistycznego uzywajac takich jezykéw jak Pascal, C lub
nawet asembler, niz uzywajac rownan boolowskich,. Zatem niepodobnym jest aby$my zawsze wyszczegolniali caty
program jako zbiér uktadéw logicznych. Niemniej jednak jest czas kiedy implementacja sprzetowa jest lepsza.
Rozwiazanie sprzgtowe moze by¢ jedno ,dwa, trzy lub wigcej razy szybsze niz analogiczne rozwigzanie
programowe. Dlatego tez czasami krytyczne operacje moga wymagaé rozwiazan sprzgtowych. Bardziej
interesujacym faktem jest to, ze odwrotno§¢ tych powyzszych spraw jest takze prawda. Nie tylko mozna
implementowaé wszystkie funkcje programowe w hardware ale jest rowniez mozliwa implementacja wszystkich
funkcji sprzgtowych w programie. Jest to wazne poniewaz wiele operacji ,ktore zazwyczaj sa implementowane w
sprzgeie sa duzo tansze do implementacji uzywajac programéw w mikroprocesorze. Istotnie, jest to podstawowe
zastosowanie j¢zyka asemblera w nowoczesnym systemie jako
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Rysunek 2.24 Czterobitowy: rejestr przesuwny zbudowany z przerzutnikow D
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Rysunek 2.25 : Czterobitowy licznik zbudowany z przerzutnikéw D
niedrogi zamiennik zlozonych uktadéow elektronicznych. Czgsto jest mozliwa zamiana dziesigcio — lub
studolarowych elektronicznych komponentow na pojedynczy 25 dolarowy chip mikrokomputerowy. Cata grupa
»Systemow wbudowanych” uporata si¢ z tym problemem. ”Systemy wbudowane” s3 systemami komputerowymi
osadzonymi w innych produktach. Na przyklad wigkszos¢ kuchenek mikrofalowych, odbiornikéw TV, gier wideo,
odtwarzaczy CD i innych urzadzen konsumenckich zawiera jeden lub wigcej kompletnych systemow
komputerowych ktérych jedynym celem jest zastgpowanie ztozonych projektéw sprzgtowych. Inzynierowie uzywaja
komputerow do tego celu poniewaz sa mniej kosztowne i latwiejsze do zaprojektowania niz tradycyjne uktady
elektroniczne. Latwo mozemy stworzy¢ program do odczytania stanu przetacznikow (zmienne wejSciowe) i
przetaczaé silnik, LED’y lub $wiatlo zamykaé lub otwiera¢ drzwi itp. (funkcje wyjsciowe).Do napisania takiego
programu bedziemy potrzebowaé zrozumienia funkcji boolowskich i tego jak zaimplementowac taka funkcje w
programie. Oczywiscie jest drugi powdd do studiowania funkcji boolowskich nawet jesli nigdy nie zamierzasz pisac¢
programow przeznaczonych dla ,,systeméw wbudowanych” lub pisa¢ programy dla urzadzen rzeczywistych. Wiele
jezykéw wysokiego poziomu przetwarza wyrazenia boolowskie (np. te wyrazenia ktore steruja wyrazeniem. if lub
petla while).Przez zastosowanie transformacji takich jak twierdzenia DeMorgana lub optymalizacji mapowe;j jest
czesto mozliwe poprawienie wynikow kodu jezykoéw wysokiego poziomu. Dlatego, studiowanie funkcji boolowskich
jest wazne nawet jesli nigdy nie zamierzasz projektowaé uktadow elektronicznych. Moze ci to pomdc napisac lepszy
kod w tradycyjnym jgzyku programowania. Na przyklad, przypusémy, ze masz nastgpujace wyrazenie w Pascalu:
If ((x=y) and (a<>b)) or ((x=y) and (c<=d)) then SomeStmt;
Mozemy uzy¢ rozpowszechnionych praw do uproszczenia tego do:
If ((x=y) and (a<>b) or (c<=d)) then SomeStmt;
Podobnie mozemy uzy¢ twierdzen DeMorgana do redukcji:
While (not((a=b) and (c=d)) do Something;
Do
While (a<>b) or (c<>d) do Something;

2.8. OGOLNE FUNKCJE BOOLOWSKIE



Dla okreslonej aplikacji, mozemy stworzy¢ funkcje logiczng ktora osiaga okreslone wyniki. .Przypu$émy, ze
potrzebujemy napisa¢ program do symulowania wszystkich mozliwych funkcji boolowskich. Na przyktad, na
dotaczonej dyskietce ,jest program ktory pozwoli ci wejsé do przypadkowej funkcji boolowskiej ,z jedna do czterech
zmiennych. Ten program bedzie odczytywal dane wejSciowe i tworzyt odpowiednie wyniki. Poniewaz liczba
unikalnych czterech zmiennych funkcji jest duza (65,536,doktadnie) nie jest mozliwe do zastosowania w praktyce
zawrze¢ okreslone rozwiazanie dla kazdej jedynki w programie. Co jest konieczne dla ogélnej funkcji logicznej, po
pierwsze, obliczanie wynikow dla przypadkowej funkcji. Ta sekcja opisuje jak napisa¢ taka funkcjg. Ogolna funkcja
boolowska dla czterech zmiennych potrzebuje pigciu parametrow. — cztery parametry wejSciowe i piaty parametr
ktory wyszczegdlnia funkcje do obliczenia. Podczas gdy jest wiele sposobow do wyszczegolnienia funkcji do
obliczen. podamy numer funkcji boolowskiej jako piaty parametr. Na pierwszy rzut oka mozemy by¢ zdumieni ,jak
mozna obliczy¢ funkcje uzywajac numeru funkcji. Jednakze, pamigtajmy, ze bity ktore stanowia numer funkcji
pochodza bezposrednio z tablicy prawdy dla tej funkcji. Dlatego tez ,jesli wyciagniemy te bity z numeru funkcji,
mozemy zbudowaé tablice prawdy dla tej funkcji .Istotnie, jeSli zaznaczymy i-ty bit z numeru funkcji, gdzie
i=D*8+C*4+B*2+A otrzymamy wynik funkcji dla poszczegdlnych wartosci A,B,C i D. Nastgpujace przyktady w C
i Pascalu, pokazuja jak napisa¢ taka funkcjg.
/*******************************************************************************************/
/* */
/* Ten program w C demonstruje jak napisa¢ og6élna funkcj¢ logiczna, ktora moze obliczy¢ dowolng funkcje ~ */
/* czterech zmiennych. Podane operatory manipulowania bitami C wraz z heksadecymalnym I/O czynia to */
/* zadanie tatwym do wykonania w jezyku C */
/* */

/*******************************************************************************************/

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>

/* Ogolna funkcja logiczna. Parametr ,,Func” zawiera 16 bitowy numer funkcji logiczne;j. Jest to w */
/* rzeczywisto$ci zaszyfrowana tablica prawdy dla funkcji. Parametry a, b, ¢, d sa danymi wej$ciowymi do */
/* funkcji logicznej . Jesli potraktujemy ‘func’ jako tablicg bitow 2 x 2 x 2 x 2. */
/* ta okre$lona funkcja wybierze bit ,,func [d,c,b,a] z func. */

int
generic (int func, inta, intb, intc, intd)
{
/* Zwraca bit okreslony przez a, b, cid */
return (func >> (a + b*2 + c* 4 + d*8)) & 1;
J

/* Program gtéwny do kierowania ogo6lna funkcja logiczna napisang w C */

main{}
{
int func,a,b,c.d;
/*Powtarzanie dopoki uzytkownik nie wprowadzi zera*/
do
{
/* Pobranie numery funkcji (tablica prawdy) */
printf(”Wprowadz warto$¢ funkcji (hex): ,,);
scanf (,,%%x, &func);
/* Jesli uzytkownik okreslit zero jako numer funkcji nastapi zatrzymanie programu */
if (func !=0)
{
printf (,,Wprowadz wartoscidlad, ¢c,bia: ,,);
scanf (,,%0d%d%d%d”, &d, &c, &b, &a);
printf (“Wynik to %d \n”, generic (func, a, b, c, d));
printf (“Func = %x, A=%d, B=%d, C=%d, D = %d \n”, func, a, b, c, d);



) while (func != 0);
}

Nastgpujacy program w Pascalu jest napisany w Pascalu standardowym. Standardowy Pascal nie zawiera zadnych
operacji do manipulowania bitami, wigc ten program jest przydtugi, poniewaz musi symulowaé uzywanie bitow w
tablicy liczb catkowitych. Wigkszo$¢ nowoczesnych Pascali (w szczegolnosci Turbo Pascal )zawiera wbudowane
operacje na bitach lub biblioteki ktére operuja na bitach. Ten program bylby tatwiejszy do napisania przy uzyciu
takich nie standardowych cech.

Program GenericFunc (input , output);
{*Poniewaz standardowy Pascal nie dostarcza tatwego sposobu bezposredniej manipulacji bitami w liczbie *1
{¥*, zasymulujemy numer funkcji uzywajac tablicy 16 liczb catkowitych . ,,GFTYPE” jest typem tej tablicy =~ *}

type

gftype = array [0..15] of integr;
var

a, b, c, d : integer;

fresult; integer;

func: gftype;
(* Standardowy Pascal nie dostarcza mozliwosci przesuwania danej catkowitej z lewa w prawo. Dlatego tez *)
(* zasymulujemy 16 bitowa warto$¢ uzywajac tablicy 16 liczb catkowitych,. Mozemy zasymulowac *)
(* poprzez przenoszenie danych wokot tablicy. Zauwaz ,ze Turbo Pascal dostarcza operatoréw shl i shr *)
(* Jednak, kod ten jest napisany do dzialania ze standardowym Pascalem , a nie Turbo Pascalem tylko. *)
(* ShiftLeft przesuwa warto$ci w func na pozycje w lewo i wprowadza przesunigta warto$¢ na ,,pozycje bitu”*)
(* zero *)

procedure ShiftLeft(shiftin: integr);
var i:integer;

begin
for 1 :=1 5 downto 1 do func[i] := func[i-1];
func[0] := shiftin;
end;
(* ShiftNibble przesuwa dana w func w lewo o cztery pozycje I wprowadza cztery bity a (L.O.), b, ¢ id (H.O) *)
(* na wakujace pozycje *)

procedure ShiftNibble (d,c,b,a: integer);

begin
ShiftLeft (d);
ShiftLeft (¢ );
ShiftLeft (b);
ShiftLeft(a);
end;
(* ShiftRight przesuwa dane w func jedna pozycj¢ w prawo. Przesuwa zero do bitu H.O. tablicy *)

procedure ShiftRight;

var 1: integer;
begin
fori:=0 to 14 do func[i] := func[i+1];
func[15] :=0;
end;
(* ToUpper konwertuje mate znaki na duze znaki. *)

procedure toupper (var ch:char);
begin
if (chin[‘a’ .. °z’]) then ch :=(ord(ch)- 32 ;



end;
(* ReadFunc odczytuje numer funkcji heksadecymalnej od uzytkownika i odktada t a warto$¢ do tablicy func ~ *)

(* (bit po bicie) *)
funkcja ReadFunc: integer;
var ch:char;
i, val : integer;
begin
write (‘“Wprowadz numer funkcji (heksadecymalnie): “);
fori:=0to 15 do func[i] :=0;
repeat
read (ch);
if not eoln then begin
toupper (ch);
case ch of
‘0’: ShiftNibble(0,0,0,0);
‘1’: ShiftNibble(0,0,0,1);
*2’: ShiftNibble(0,0,1,0);
‘3’ ShiftNibble(0,0,1,1);
‘4’ ShiftNibble(0,1,0,0);
*5’: ShiftNibble(01,0,1);
‘6’ ShiftNibble(0,1,1,0);
7’ ShiftNibble(0,1,1,1);
*8’: ShiftNibble(1,0,0,0);
‘9’: ShiftNibble(1,0,0,1);
‘A’: ShiftNibble(1,0,1,0);
‘B’: ShiftNibble(1,0,1,1);
‘C’: ShiftNibble(1,1,0,0);
‘D’: ShiftNibble(1,1,0,1);
‘E’: ShiftNibble(1,1,1,0);
‘F’: ShiftNibble(1,1,1,1);
end;
end;
until eoln;
val =0;
fori:=0tol5 do val :=val + func[i];
ReadFunc := val
end;
(* Generic — oblicza 0gdlna funkcje logiczna okreslong przez numer funkcji “func’ na czterech danych *)
(* zmiennych a ,b, ¢ i1 d. Robi to przez zwracane bity d*8 + ¢*4 +b*2 + a z funkcji *)

function Generic (var func: gftype; a,b,c,d: integer): integer;

begin
Generic := func [a+b*2 + ¢*4 + d*§];
end;
begin (* main *)
repeat
fresult := ReadFunc;
if (fresult <> 0) then begin
write (Wprowadz wartoécidlaD, C., Bi A (0/1): ),
readln (d,c,b,a);
writeln(“Wynik to , Generic(func, a,b,c,d);
end;
until fresult = 0;
end.

Nastepujacy kod pokazuje potege operacji manipulowania .Ta wersja kodu powyzej uzywa specjalnych cech



przedstawionych w Turbo Pascalu, ktoére pozwalaja programistom na przesuwanie w lewo i w prawo i robienia
bitowania logicznego AND na zmiennych catkowitych:

program GenericFunc (input, output) ;
const
hex=[‘a’..’f", ‘A’...’F’];

dziesigtnie = [0"...°9’];
var

a,b,c,d :integer;

fresult: integer;

func: integer;
(* Tu mamy druga wersj¢ ogdlnej funkcji pascalowskiej , ktora uzywa cech Turbo Pascala do uproszczenia — *)
(* programu *)

function ReadFunc: integer;
var ch: char;
i, val : integer;
begin
write (“Wprowadz numer funkcji (heksadecymalnie): ;
repeat
read (ch);
func :=0;
if not eoln then begin
if (ch in Hex) then
func := (func shl 4) + (ord(ch) and 15) + 9
else if (ch in Decimal)) then
func := (func shl 4) + (ord(ch) and 15)
else write(chr(7));
end;
until eoln;
ReadFunc := func;

end;

(* Generic — oblicza ogdlna funkcje logiczna okreslona przez numer funkcji “func” dla czterech zmiennych *)
(* ab,c id. Robi to przez zwracany bit d*8 + c*4 + b*2 + a z func. Wersja ta polega na operatorze przesunigcia*)
(* w prawo Turbo Pascala i jego zdolnosci do operacji na poziomie bitowym na liczbach catkowitych *)

function Generic (func, a, b, c, d: integer): integer;
begin

Generic := (func shr (at+ b*2+ ¢*4 + d*8)) and 1;
end;

begin  (*main *)

repeat
fresult ;= ReadFunc;
if (fresult <> 0) then begin
write (‘“Wprowadz wartosci dla D, C, BT A (0/1): °);
readln(d,c,b,a);

writeln (‘“Wynik to ‘, Generic(func,a,b,c,d));
end;
until fresult = 0;
end.
2.11 PODSUMOWANIE
Algebra Boole’a dostarcza podstaw dla sprzetu i programéw komputera. Pobiezne zrozumienie tego systemu
matematycznego moze pomoc ci lepiej rozumie¢ potaczenia migdzy programem a sprzgtem. Algebra boolowska jest



systemem matematycznym ze swoim wilasnym zbiorem zasad (aksjomaty),twierdzeniami i warto$ciami. Pod
wieloma wzglgdami, algebra boolowska jest podobna do prawdziwej algebry arytmetycznej, ktdra zajmowates sig w
szkole. Jednak pod wieloma wzgledami algebra boolowska jest wlasciwie tatwiejsza do nauczenia sig niz prawdziwa
algebra. Ten rozdziat zaczal si¢ od omoéwienia cech tego systemu algebraicznego, zawierajacego :operatory
,zamknigcie, przemienno$¢, rozdzielno$é, tacznosé ,tozsamosé i element odwrotny. Potem przedstawionych jest kilka
waznych aksjomatoéw i twierdzen z algebry boolowskiej i oméwiona zasada dualnosci ktora pozwala fatwo dowies¢
dodatkowych twierdzen w algebrze boolowskiej po szczegdty zajrzyj:

*  Algebra Boole’a”

Tablice prawdy sa dogodnym sposobem wizualnej reprezentacji funkcji boolowskich lub wyrazen Kazda boolowska
funkcja (lub wyrazenie) ma odpowiadajaca mu tabelg prawdy, ktora dostarcza wszystkich mozliwych wynikéw dla
kazdej kombinacji danych wejSciowych. Ten rozdzial przedstawia kilka réznych sposobow do budowania
boolowskich tablic prawdy. Chociaz jest nieskonczona liczba funkcji boolowskich mozna stworzy¢ danych n
warto$ci wejsciowych okazuje si¢ ze jest skonczona liczba unikalnych funkcji mozliwa dla danej liczby danych
wejsciowych. W szczegolnoscei jest 242” unikalnych funkcji boolowskich z n danych wejsciowych. Na przyklad. jest
16 funkcji dla dwoch zmiennych (2727 = 16). Poniewaz jest mato funkcji boolowskich tylko z dwoma danymi
wejsciowymi, fatwo jest przydzieli¢ rozne nazwy dla kazdej z tych funkcji (np. .AND,OR,NAND itp. Dla funkcji z
trzema lub wigcej zmiennymi, liczba funkcji jest zbyt duza aby dawac¢ kazdej funkcji jej wlasna nazweg Dlatego tez.
,przydzielamy liczb¢ do tych funkcji oparta na bitach pojawiajacych si¢ w tabeli prawdy funkcji. Po szczegodty
Zajrzyj:

* Funkcje Boolowskie I Tablice Prawdy”

Mozemy manipulowa¢ funkcjami boolowskimi i wyrazeniami algebraicznymi. Pozwala to nam dowodzi¢ nowych
teorii w algebrze boolowskiej, upraszcza¢ wyrazenia konwertowaé wyrazenia do postaci kanonicznych lub
pokazywaé ze dwa wyrazenia sa sobie rownowazne. Zobacz kilka przykladow z algebraicznej manipulacji
wyrazeniami algebraicznymi, sprawdz.

* Manipulacja Algebraiczna Wyrazeniami Boolowskimi”

Poniewaz jest nieskonczony wybor mozliwych funkcji boolowskich ,mimo to skonczona liczba unikalnych funkcji
boolowskich (dla statej liczby danych wejsciowych), jest nieskonczona liczba réznych funkcji boolowskich ktore
obliczaja takie same wyniki. Aby uniknaé zamieszania, projektanci logiczni zwykle wyszczegdlniaja funkcje
boolowskie uzywajac postaci kanonicznych. Jesli dwa kanoniczne réwnania sa rézne. wtedy przedstawiaja rozne
funkcje boolowskie. Ta ksiazka opisuje dwie rézne postacie kanoniczne: sumg petnych iloczynow i iloczyn petnych
sum. Naucz si¢ o tych postaciach kanonicznych ,jak konwertowaé przypadkowe boolowskie réwnania do formy
kanonicznej i jak konwertowa¢ migdzy dwoma postaciami kanonicznymi zobacz

*  Postacie Kanoniczne”

Chociaz postacie kanoniczne dostarczaja unikalnych przedstawien dla danej funkcji boolowskiej, wyrazenia
pojawiajace si¢ w postaci kanonicznej, rzadko sa optymalne. To znaczy ,wyrazenie kanoniczne czgsto uzywa
literatow i operatorow ,rownowaznikéw, wyrazen. Znajomos¢ jak stworzy¢ formg zoptymalizowana boolowskiego
wyrazenia jest bardzo wazna. Ten tekst omawia ten temat w

* Upraszczanie Funkcji Boolowskich”

Algebra boolowska nie jest systemem zaprojektowanym przez jakiego$ szalonego matematyka o malym znaczeniu w
$wiecie. .Algebra Boole’a jest podstawa logiki cyfrowej, podstawa dla projektantow komputerowych. Co wigcej jest
indywidualna rownowazno$¢ miedzy cyfrowym hardware a komputerowym software Cokolwiek zbudujesz w
hardware mozesz zbudowac z software i vice versa Ten tekst opisuje jak zaimplementowa¢ dodatkowo, dekodery,
pamigé, rejestry przesuwne i liczniki uzywajac tych funkcji boolowskich. Podobnie ten tekst opisuje jak poprawic
wydajno$¢ software (np. Programy Pascala) przez zastosowanie zasad i teorii algebry boolowskiej. Wszystkie te
szczegbty zobacz:

*  Jaki to ma zwiazek z komputerami”

*  Rownowazno$¢ migdzy uktadami elektronicznymi a funkcjami boolowskimi”

* Uktady kombinacyjne”

* Okay, co nam to da przy programowaniu?”

2.12 PYTANIA:

1. Jaki jest tozsamy element pod wzgledem :

a) AND b) OR ¢)XOR d)NOT e)NAND f)NOR

2. Stworz tabele prawdy dla nastgpujacych funkcji z dwoma zmiennymi:

a) And b)OR ¢)XOR d)NAND e) NOR f)Réwnowaznej g)A<B h)A>B i) A

3. Stworz tablice prawdy dla nastgpujacych funkcji z trzema zmiennymi wejSciowymi:



a) ABC(AND) b) A+B+C (OR) ¢) (ABC)’ (NAND) d) (A+B+C)’ (NOR)

e) rownowaznik (ABC)+(A’B’C’) f) XOR (ABC+A’B’C’y’

4. Pokaz schematycznie (diagram uktadu elektrycznego) jak zaimplementowac kazda z funkcji w pytaniu
trzecim uzywajac tylko dwoch bramek wejsciowych i inwertora. Np.

a) ABC =

A e ABC

& T
p—

5.Pokaz implementacj¢ bramek AND,OR i inwertera przy uzyciu jednej lub wigcej bramek NOR.

6. Co to jest zasada dualnosci?

7. Zbuduj pojedyncza tabelg prawdy ktéra uwzglednia dane wyjsciowe dla nastgpujacych funkcji boolowskich z
trzema zmiennymi:

Fx=A+BC Fy=AB+C’B F=A’B’C+ABC+C’B’A

8. Uzyskaj numer funkcji dla trzech funkcji z pytania siedem.

9.1le mozliwych (unikalnych) funkcji boolowskich mamy jesli funkcja ma:

a) jedno wejscie b) dwa wejscia c) trzy wejsécia d)cztery wejscia e) pigt wejsé

10. Upros¢ nastepujace funkcje boolowskie uzywajac transformacji algebraicznych.

a) F=FAB+AB’ b) FFABC+BC’+AC+ABC’ ¢) F=A’B’C’'D+A’B’C’D+A’B’CD+A’B’CD’

d) F=A’BC+ABC’+A’BC’+AB’C’+ABC+AB’C

11. Uproscij funkcje boolowskie z pytania 10 uzywajac metody map.

12. Ul6z réwnania logiczne w postaci kanonicznej dla funkcji boolowskich So...Se dla siedmiu segmentéw
wys$wietlacza (zobacz ,,Uktady kombinacyjne’)

13. Stworz tablice prawdy dla kazdej funkcji z pytania 12

14. Zminimalizuj kazda funkcj¢ z pytania 12 uzywajac metody map

15. Réwnanie logiczne dla ,,p6t sumatora” (w postaci kanonicznej) to:

Sum=AB’+A’B Carry=AB

a)stworz diagram uktadu elektronicznego dla ,,p6t sumatora” uzywajac bramek AND,OR i inwertera.
b)stworz uktad uzywajac tylko bramki NAND

16.Rownania kanoniczne dla ,,petnego dodawania” przyjmuja forme:
Sum=A’B’C+A’BC’+AB’C’+ABC

Carry=ABC+ABC’+AB’C+A’BC

a)stworz schemat dla tych uktadéw uzywajac bramek AND,OR i inwertera.

b)optymalizuj te rownania uzywajac metody map

c)stworz uktad elektroniczny dla wersji zoptymalizowanej (uzywajac bramek AND,OR i inwertera)
17.Zat6zmy,ze masz przerzutnik D (uzyj definicji x tego tekstu) ktorego dane wyjsciowe obecnie to Q=1 a Q’=0.
Opisz w najdrobniejszych szczegotach doktadnie co zdarzy sig kiedy na lini¢ zegara dojdzie:

a) zmiana stanu z niskiego na wysoki przy D=0

b) zmiana stanu z wysokiego na niski przy D=0

18.Przepisz nastgpujace wyrazenia Pascala tak ,aby uczynic je bardziej wydajnymi:

a) if (x or (not x and y)) then write(‘1”);

b) while(not x and not y) do somefunc(x,y);

¢) if not ((x<>y) and (a=b) then something;

19. Sprowadz do postaci kanonicznej (suma petnych iloczynéw) :

a)F(A,B,C)=A’BC+AB+BC b)F(A,B,C,D)=A+B+CD’+D

¢) F(A,B,C)=A’B+B’A d) F(A,B,C,D)=A+BD’

¢)F(A,B,C,D)=A’B’C’D+AB’C’D’+CD+A’BCD’

20. Przeksztat¢ sumg petnych iloczynéw z pytania 19 do iloczynu pelnych sum



